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Kontekst rozprawy
Praca dotyczy modelowania i oceny efektywnosci pracy centréw obslugi klientow (call
centers), tworzonych przez przedsigbiorstwa dla zapewnienia zdalnego (telefonicznego) kontaktu
z klientami, np. w biurach podrézy, liniach lotniczych, firmach ubezpieczeniowych czy
bankowoéci. Rozwijane od lat osiemdziesiatych ubieglego wieku i nabierajace znaczenia wraz
z rozprzestrzenieniem sig telefonii komoérkowej i Internetu, pracujace cala dobe centra tego
typu, uwzgledniajace w swojej pracy dodatkowo zlecania mniejszych firm, staly sie znaczacym
elementem rynku ustug, zatrudniajacym w Polsce dziesigtki tysiecy, a w Unii Europejskiej
miliony ludzi. Wtasciwy dobér rozmiaru (liczby czynnego w danym momencie wykwalifikowanego
personelu odpowiadajacego na pytania klientéw) takiego centrum w funkcji zmiennego w czasie
i majacego losowy charakter zapotrzebowania jest powaznym problemem ekonomicznym, bo
wiekszod¢ kosztow funkcjonowania call centers to koszta osobowe.

Call center jest obiektem, ktérego prace mozna w naturalny sposéb odwzorowaé w modelu
teorii obstugi, w ktérym strumien nadchodzacych w losowych odstepach czasu klientéow
(zapytari) jest obstugiwany przez pewna liczbe réwnoleglych stanowisk obslugi ze wsp6lng
kolejka, w regulaminie ktérej mozna zawrze¢ reguly dostepu do stanowisk. Problem jest
od okolo dwudziestu lat studiowany, lecz wciagz otwarty, a prezentowane modele réznig
sie przyjetymi zalozeniami i stopniem zlozonoéci. Wiele istniejacych modeli opiera sie¢ na
zalozeniu stacjonarnosci: wyniki stacjonarnego modelu kolejkowego sg wyznaczane niezaleznie
dla poszczegblnych okreséw planowania i dla usrednionych wartosci parametréw. Nie oddaje to
dynamiki zmian obcigzenia i wynikajacego stad stanu systemu, co zmniejsza doktadno§é modelu.

Analiza stanow nieustalonych jest w teorii kolejek znacznie bardziej ztozona niz stanéw
ustalonych, co komplikuje modelowanie call centers i ogranicza rozmiar badanych systeméw.
Omawiana praca poszerza praktyczne mozliwoéci modelowania i analizy tych systeméw w
przypadku stanéw nieustalonych, wykorzystujac niejednorodne w czasie laricuchy Markowa i
wprowadzajac modyfikacje algorytméw numerycznych dla ich rozwigzywania, zwigkszajace ich
efektywno$é obliczeniowa i doktadnosé.



Struktura rozprawy
Praca jest napisana w jezyku agielskim, sklada si¢ 6 rozdzialéw i liczy ok. 100 stron.

Rozdzial 1 przedstawia problem, opisuje dziatanie centrum obstugi klientow i zasady oceny
jego wydajnosci. Teoria kolejek ma swoje korzenie w liczacych sto lat markowowskich modelach
Erlanga dotyczacych centrali telefonicznej z nieskoriczonym zrédlem klientéw i analogicznych
modelach Engseta dla skoiiczonego Zrodla klientéw. Modele te mozna odnie$é wprost do centrum
obstugi klientéw. Dodatkowe szczegdly mogg dotyczy¢ zachowania sie klientéw: czy rezygnuja
oni z obslugi w momencie nadejscia, gdy kolejka jest zbyt dluga, albo zniecierpliwieni zbyt
dlugim czasem czekania w pewnej chwili odchodza, czy w przypadku niepowodzenia zgtaszaja
sie ponownie. W przypadku, gdy pojemnos¢ kolejki jest ograniczona i wszystkie w niej miejsca sg
zajete, klienci nie s przyjmowani. Klienci moga byé obstugiwani wedtug kolejnoéci nadejscia lub
zgodnie z innymi regutami. Model powinien okregli¢ prawdopodobienstwo, ze zgtoszenie bedzie
kolejkowane, okredli¢ rozklad czasu czekania i rozktad dlugosci kolejki lub wartosci srednie tych
wielkosci, prawdopodobieristwo, ze klient zrezygnuje natychmiast lub zanim zostanie obstuzony,
itp. Sa to wielkogci zalezne od liczby réwnolegtych stanowisk obstugi — im jest ich wigcej,
tym lepsza jakos$¢ obstugi, lecz wyzsze koszty wlasne; model mozna wykorzysta¢ do wyboru
kompromisowego punktu pracy.

Rozdziat 2 wprowadza podstawowe pojecia dotyczace lardcuchéw Markowa, stuzacych do
konstrukcji dyskutowanych modeli, omawiajac taicuchy z ciggtym (CTMC) i dyskretnym czasem
(DTMC), o stalych (tancuchy jednorodne) i zaleznych od czasu (laricuchy niejednorodne)
parametrach. Dla okreslenia prawdopodobienstw stanéw trzeba rozwiaza¢ uklady rownan,
ktorych liczba odpowiada liczbie stanéw. W przypadku analizy stanéw ustalonych sg to
rownania algebraiczne, w przypadku analizy stanéw nieustalonych — rézniczkowe. Brak
pamieci w procesach Markowa powoduje, ze w przypadku CTMC czas pobytu w stanie
ma rozktad wykladniczy, czyli w klasycznych modelach czasy pomiedzy nadejéciam klientéw
i czasy obstugi maja rozklady wykladnicze. Po przedstawieniu procesu urodzin i $mierci
oraz modelu M/M/S/S/, ktory pozwala obliczy¢ prawdopodobienstwo odrzucenia klienta
(formula B Erlanga) oraz modelu M/M/S i zwigzanej z nim formuty C Erlanga okreslajacej
prawdopodobuenstwo kolejkowania, Autor przedstawia krotki przeglad modeli, w ktérych
odchodzi sie od nierealistycznego zalozenia dotyczacego wykladniczego rozkladu obstugi
(wprowadzajac rozklady typu fazowego) oraz wprowadza rozktad czasu zniecierpliwienia,
wyktadniczy w modelu M/M/S/K + M lub ogélny w modelu M/M/S/K + G. Omawia
tez modele, w ktorych Poissonowski strumien wejsciowy ma intensywnosc zaleing od liczby
klientow w systemie typu M (n)/M/S/K, M(n)/M/S/K + M, M(n)/M/S/K + G, co pozwala
oddaé¢ zniechecenie klientéw widzacych dituga kolejke. Sg to wszystko modele odnoszace sie
do stanu ustalonego. Nastepnie Autor omawia mozliwo§ci rozwigzywania réwnari Chapmana-
Kolmogorowa w przypadku zmiennych w czasie parametrow, a w szczegblnosci algorytm
uniformizacji, ktéry jest alternatywa dla typowych numerycznych rozwigzan typu ODE. CTMC
jest tutaj zastapiony przez proces z dyskretnym czasem, w ktorym w jednym przedziale czasu jest
mozliwa tylko jedna tranzycja, a rozwiazania mozna poszukiwaé w sposob typowy dla DTMC, a
wiec w sposdb bardziej efektywny numerycznie. Dodatkowo mozna tutaj zastapi¢ niejednorodny
CTMC serig, jednorodnych DTMC.

Rozdziat 3 dotyczy zaproponowanej modyfikacji metody uniformizacji i przedstawia gtéwne
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wyniki pracy. Przedstawia podstawowy algorytm uniformizacji i jego rozbudowe dla
wykrywania stanéw ustalonych, skupiajac si¢ na zlozonosci obliczeniowej i ograniczeniach
bledéw.  Wprowadza modyfikacje dotyczace wykrywania stanéw ustalonych oparte na
zbieznoéci przyporzadkowanego procesu DTMC i jego zastosowanie do niejednorodnego w
czasie CTMC. Poprawa efektywnosci obliczeniowej wynika bezposrednio ze zmniejszenia liczby
iteracji podporzadkowanego wektora DTMC (operacji mnozenia przez macierz): liczba iteracji
potrzebnych do podjecia decyzji o aproksymacji rozwigzania danego kroku wartoscia stanu
ustalonego bywa znaczaco mniejsza od liczby iteracji w algorytmie klasycznym.

Dodatkowe usprawnienia wynikaja z wtasnosci CTMC przedstawiajacych proces narodzin i
gmierci.

Rozdziat | przzedstawia przeprowadzone eksperymenty numeryczne sprawdzajace wplyw
modyfikacji na wydajnos¢ obliczert na podstawie dwu przykladéw numerycznych. Jeden z
modeli zaklada dyskretne zmiany obsady osobowej (liczby serweréw), drugi ciagle zmiany
natezenia strumienia zapytan w funkcji czasu. Dla zmian dyskretnych liczne wykresy
przedstawiaja zachowanie si¢ systemu (érednia liczba zadan w systemie, prawdopodobienstwo
natychmiastowej obstugi, prawdopodobienstwo odrzucenia) jak réwniez charakterystyke modelu
(bledy aproksymacji stanu ustalonego, liczba iteracji) w funkeji czasu w modelach M/M/S;/K
oraz M(n)/M/S;/K, a nastepniec w modelu M(n)/M/S;/K + M. Podobne wyniki s3 nastepnie
podane dla zmiennego w sposéb ptynny w czasie strumienia zgtoszeri i przy duzej liczbie serweréw,
np. § = 300 i dodatkowej kolejce o maksymalnej pojemnosci 300 zgloszeri, w modelach
M/M/S/K + M i My(n)/M/S/K + M. Analizowana jest zbiezno$é obliczeri w systemach z
réznym obcigzeniem, a zyski z modyfikacji sa badane dla réznego rozmiaru systeméw.

Rozdziat 5 testuje zaproponowane podejécie z wykorzystaniem dostepnych rzeczywistych
danych dotyczacych bankowego centrum ustugowego. Uwzgledniono rzeczywiste, monitorowane
zmiany strumienia zgloszen, zmiany liczby czynnych doradcéw, liczbe oczekujacych i ob-
stugiwanych klientéw, zanotowane prawdopodobiefistwo natychmiastowej obstugi i analizowano
wyniki modelu. Dla danych dotyczacych tego centrum przy éredniej liczbie 200 lub 300 i
maksymalnej liczbie 500 agentéw modyfikacje poprawiajace efektywnosé operacji mnozenia
wektora i macierzy pozwolily na ok. 60-krotne zmniejszenie czasu obliczen w poréwnaniu z
ortyginalnym algorytmem uniformizacji, zastosowanie modyfikacji wykrywania stacjonarnosci
pozwolito dodatkowo dwukrotnie zwigkszy¢ efektywnosé obliczeniows. Ma to duze znaczenie przy
planowaniu obsady, wymagajacym wielokrotnego przeliczania modelu przy réznych parametrach.

Rozdzial 6 przedstawia wnioski.

Obszerna bibliografia zawiera ok. 120 pozycji i wskazuje na bardzo dobrg znajomogé
literatury. Réwniez przedstawione na poczatku pracy rozpoznanie literaturowe jest bez zarzutu.

Praca napisana jest starannie, bardzo dobrym jezykiem. Dobrze dokumentowane sg
wykonane prace i eksperymenty numeryczne.

Rezultaty pracy
Pod wzgledem teoretycznym praca proponuje modyfikacje szeroko stosowanego algorytmu
uniformizacji z wykrywaniem stacjonarnodci zaproponowanego przez Trivediego i in. w 1992
roku. Pozwala ona unikngé bledu przedwczesnego wykrywania stacjonarnosci, analizujgc
numerycznie funkcje konwergencji podporzadkowanego taricucha Markowa czasu dyskretnego w
algorytmie uniformizacji, by okregli¢ przewidywany blad zastapienia rozwiazania nieustalonego

3



jego stacjonarnym przyblizeniem. Modyfikacja dodatkowo zwigksza efektywnosé modeli, w
ktorych rozktad stacjonarny moze by¢ obliczony z wydajnoscia lepsza niz metoda potegowa.
Zaproponowana heurystyka redukcji stanéw pozwala zmniejszy¢ zlozonosé obliczeniows w
stopniu zaleznym od wielkosci systemu, przy jednoczesnym ograniczeniu wzrostu bledu
rozwigzania do z gory zalozonej wartosci.  Modyfikacja jest szczegblnie korzystna dla
niejednorodnych w czasie taiicuchéw Markowa z czasem cigglym, ktérych stan jest bliski
ustalonemu przez duza czeéé analizowanego okresu.

Pod wzgledem praktycznym, w zastosowaniu do call centers zaproponowane modyfikacje
znaczaco (np. o dwa rzedy) poprawiaja wydajnosé obliczeniows, co pozwala na modelowanie i
optymalizacje obsady dla praktycznie kazdego spotykanego w rzeczywistosci centrum obstugi
klientéw. Zastosowane podejScie umozliwia latwg implementacje dowolnych Markowowskich
modeli narodzin i $mierci, w tym réwniez modeli zaleznych od stanu, pozwalajacych na
odwzorowanie zlozonych rozkladéw czasu obstugi i czasu cierpliwosci do opuszczenia kolejki
przed obsluga, czy rezygnacje z obstugi przez klienta w momencie nadejécia z powodu zbyt
dtugiej kolejki. Podkreslmy, ze dotychczas spotykane modele oparte na niejednorodnych w czasie
CTMC byly ograniczone do M/M/S.

Wryniki opublikowane w pieciu artykutach w czasopismach, w tym w INFORMS Journal on
Computing z impact factorem oraz przedstawione na trzech konferencjach.

Podsumowanie:

Uwazam, ze rozprawa doktorska mgr inz. Macieja Rafala Buraka spelnia warunki stawiane
rozprawom doktorskim przez ustawe o stopniu i tytutach naukowych. Autor umiejetnie stawia i
rozwigzuje oryginalny i trudny problem o duzym znaczeniu praktycznym. Wnioskuje o przyjecie
tej pracy jako rozprawy doktorskiej i dopuszczenie jej do publicznej obrony. Jezeli sg spelnione
warunki formalne ustalone przez Rade, to przedstawiam takze te prace do wyrdznienia ze
wzgledu na bardzo dobry poziom matematyczny, wzorowa metodyke przeprowadzonych badan i
uzytecznosé wynikow.
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