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1 Aktualno$é problemu

Ludzko$¢ na przestrzeni swojej historii nieustannie tworzyta nowe dane. Wraz
z nastaniem ery komputerdow, a pézniej z coraz powszechniejszym dostepem
do Internetu i podtaczaniem do niego coraz wigkszej liczby urzadzen, przy-
rost ten stal si¢ coraz gwaltowniejszy. Szacuje si¢, ze w roku 2012 ludzkos¢
tworzyta 2.5 miliarda nowych bajtow danych kazdego dnia. 80% tych danych
byta nie ustrukturyzowana i zaliczaly sie do nich: filmy, zapisy audio, dane z
réznego rodzaju czujnikéw oraz dane z mediéw spotecznosciowych!. Ludzie
oprocz tworzenia danych zawsze starali sie je analizowaé¢. Robili to w roz-
nym celu: od zrozumienia praw rzadzacych $wiatem, do zdobycia informacji
w celu osiggniecia réznego rodzaju korzysci. Z czasem zaczety powstawac
roznego rodzaju metody i algorytmy pozwalajace na przetwarzanie danych.
Jedng z pierwszych metod uzywanych do tego celu jest metoda najmniej-
szych kwadratéw, bedaca w uzyciu od poczatku XIX wieku kiedy to zostata
sformutowana?.

Wraz z rozwojem nauki, powstaniem komputeréw, a pézniej wraz ze wzro-
stem ich mocy obliczeniowej powstal szereg réznego rodzaju algorytmow
przetwarzania danych, w tym szereg metod sztucznej inteligencji. Dzieki tym
algorytmom, dane mogag by¢ m. in. analizowane, aproksymowane, klasyfi-
kowane, grupowane. Na potrzeby niniejszej pracy skupiono sie jedynie nad
algorytmami stuzacymi do aproksymowania lub modelowania danych. Jedna
z pierwszych metod majacych niebagatelny wplyw na nauke byla metoda
najmniejszych kwadratéw. Innymi waznymi metodami z punktu widzenia
niniejszego opracowania jest metoda najblizszych sasiadow opracowana w la-
tach 50-tych XX wieku przez E. Fix oraz J. Hodgesa [8]. W latach 60-tych
XX wieku powstata podstawowa wersja Maszyny Wektoréw Nosnych opra-
cowana przez V. Vapnika [37]. W latach 80-tych ubieglego wieku powstala
metoda LOWESS [4] oraz sieci neuronowe typu RBF [2]. Lata 90-te ubie-
gltego wieku zaowocowaly powstaniem sieci neuronowych typu GRNN|36]
oraz opracowano Regresyjna Maszyne Wektoréw Nosnych [7].

Kroétki rys historyczny skupia sie na metodach nalezacych do grupy algo-
rytméw bazujacych na préobkach i obejmuje jedynie najwazniejsze pozycje.
Algorytmy te nie wykonuja generalizacji, a jedynie poréwnujg nowg probke
z danymi uzyskanymi w procesie uczenia. Metoda mini-modeli ze wzgledu
na swoj sposob dziatania réwniez wpisuje sie do tego zestawienia. Algorytmy

!Dane korporacji IBM, www.ibm.com/annualreport/2013/bin/assets/2013_ibm_
annual.pdf, dostep: 24 lipca 2018

2Metoda zostata opublikowana przez Legendre’a w 1805 roku. W 1809 roku Carl F.
Gauss opublikowal swoja metode obliczania pozycji cial niebieskich, deklarujac w artykule,
ze byt w posiadaniu metody od 1795 roku.


www.ibm.com/annualreport/2013/bin/assets/2013_ibm_annual.pdf
www.ibm.com/annualreport/2013/bin/assets/2013_ibm_annual.pdf

tego typu charakteryzowane sg przez szereg cech pozytywnych oraz negatyw-
nych i z tego wtasnie wzgledu to one beda stanowity grupe poréwnawcza dla
badanej metody, o ktérej traktuje ta praca.

Podstawowa koncepcja metody mini-modeli zostala opracowana przez
prof. Andrzeja Piegata. Motywacjg do opracowania metody byta che¢ ulep-
szenia algorytmu najblizszych sasiadow. W swoim zamysle metoda mini-
modeli ma by¢ metoda modelowania ogdlnego i moze zosta¢ zastosowana dla
danych roznorakiego pochodzenia. Zbiory danych numerycznych moga po-
chodzi¢ z roznego rodzaju systemoéw, na przyktad: fizycznych, ekonomicznych
czy tez biologicznych. Jednym z przyktadéw modelowania moze by¢ okresle-
nie wielkosci stopy bezrobocia przy znanym poziomie innych czynnikow eko-
nomicznych. Innym klasycznym przyktadem, z ktérego prawie wszyscy na
co dzien korzystamy, bedzie modelowanie temperatury powietrza na danym
obszarze. Kolejnym przyktadem, tym razem dotykajacym medidow spotecz-
nosciowych, a majacych duze znaczenie dla biznesu, bedzie okreslenie wieku
lub wielkosci zarobkow uzytkownika na podstawie polubionych stron i wyda-
rzen na Facebooku w celu lepszego dostosowania do niego reklam. Wszystkie
metody modelowania danych w sensie matematycznym staraja sie szacowac
postac funkcji opisujacej dane wyjsciowe na podstawie danych wejéciowych.
Drzieje sie tak dlatego, ze bardzo czesto nie znamy réwnania rzeczywistej
funkcji rzadzacej danym zjawiskiem, ktora opisuje zalezno$ci wystepujace
pomiedzy danymi. Zaawansowane algorytmy sztucznej inteligencji w pota-
czeniu z duza moca obliczeniowg wspotczesnych komputeréow sa w stanie
wykry¢ takie zaleznosci nawet w danych wielowymiarowych.

2 Przedmiot badan

Praca podejmuje temat lokalnego uczenia algorytmow regresyjnych metoda
mini-modeli. Gléwna zasada dziatania prezentowanej metody opiera si¢ na
zalozeniu, ze w procesie modelowania danych bardzo czesto jestesmy zain-
teresowani odpowiedzig na jedno konkretne zapytanie. Motywacja do opra-
cowania metody byta cheé¢ ulepszenia algorytmu najblizszych sasiadow. W
odroznieniu od znanych i powszechnie stosowanych metod modelowania glo-
balnego takich jak: sieci neuronowe, sieci neurorozmyte, aproksymacja wie-
lomianowa, ktore dokonuja aproksymacji w catej domenie systemu, metoda
mini-modeli (metoda MM) nie tworzy modelu globalnego, jezeli nie jest on
wymagany. Gléwna zasada dziatania prezentowanej metody opiera si¢ na
zatozeniu, ze w procesie modelowania danych bardzo czesto jestesmy zainte-
resowani odpowiedziag na jedno tylko konkretne zapytanie. Wiedza na temat
wartosci zmiennej zaleznej w catej modelowanej dziedzinie nie zawsze jest



potrzebna. Dlatego metoda MM stara sie zidentyfikowaé funkcje matema-
tyczna opisujaca zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi wejSciowymi i wyjsciowymi
operujac jedynie na danych znajdujacych sie w lokalnym otoczeniu punktu
zapytania. Dla przyktadowego zapytania: “Jaka wysoka bedzie stopa bez-
robocia w sytuacji, gdy podaz pienigdza bedzie wynosi¢ 950 mld zt, stopa
inflacji 10%, liczba ludno$ci 37.5 mln 0séb, a minimalne wynagrodzenie be-
dzie na poziomie 1500 z1?”, odpowiedz wymaga jedynie danych znajdujacych
sie w otoczeniu punktu zapytania tj. danych, dla ktérych podaz pieniadza
wynosi okoto 950 mld zt, stopa inflacja jest na poziomie okoto 10%, liczba
ludnosci wynosi okoto 37.5 mln oséb, a minimalne wynagrodzenie wynosi
okoto 1500 zt.

Metoda mini-modeli u swych podstaw wychodzi z zatozenia, ze aby otrzy-
ma¢ odpowiedZ na konkretne zapytanie nie trzeba budowaé¢ globalnego mo-
delu w catej dostepnej dziedzinie. Jest to odmienne od sposobu w jaki dzia-
taja dla przyktadu sieci neuronowe, ktére na podstawie probek uczacych sta-
raja sie zbudowa¢ model majacy zastosowanie w catej dziedzinie problemu.
Zamiast tego wystarczy jedynie lokalny, prosty model zbudowany na danych
znajdujacych sie w pewnym otoczeniu punktu zapytania. Funkcja matema-
tyczna i w tym przypadku réwniez jest estymowana, jednak nie obejmuje
calej obszernej dostepnej dziedziny, a jedynie jej wycinek.

Na wstepie nalezy uwypukli¢ zasadnicza roznice pomiedzy mini-modelem,
a modelem globalnym. Mini-model operuje tylko i wytacznie na punktach
znajdujacych sie w granicach jego zasiegu, ktére sa Scisle okreslone i nie
obejmuja catej modelowanej dziedziny tak jak w przypadku modeli global-
nych. Mini-model liniowy tworzony jest na podstawie probek nalezacych do
Scidle okreslonego cigglego obszaru przestrzeni wejsé zwanego dalej otocze-
niem punktu zapytania, obszarem mini-modelu lub domeng mini-modelu. Co
prawda w ekstremalnych przypadkach mini-model liniowy moze rozszerzy¢
otoczenie punktu zapytania na calg dostepna dziedzine, ale jest to sytuacja
mogaca mie¢ miejsce jedynie podczas modelowania danych, w ktorych zacho-
dzi $cista zalezno$é¢ liniowa, co jest raczej rzadkoscia. Model globalny operuje
i musi uczy¢ sie na wszystkich dostepnych probkach. Réznice pomigdzy nimi
ilustruje Rysunek 1.

Mini-model w swym zatozeniu pracuje przy uzyciu prostych narzedzi ta-
kich jak na przyktad regresja liniowa. Oczywiscie istnieje mozliwos¢ tworzenia
mini-modeli pracujacych w oparciu o bardziej ztozone metody. Preferowanym
podejsciem jest jednak odnajdywanie optymalnej domeny (podzbioru prze-
strzeni wej$¢), w ktérej regresja liniowa przynosi najlepsze rezultaty, zamiast
na przyktad zwiekszania ztozonosci modelu.
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(a) Mini-model 3D (b) Model globalny 3D

Rysunek 1: Poréwnanie mini-modelu i modelu globalnego. Zrddlo: opracowa-
nie wtasne.

3 Metody naukowe stosowane podczas wyko-
nania badan

Hipoteza badawcza zostala uzasadniona empirycznie poprzez przedstawie-
nie wynikow eksperymentow oraz ich analize. Metodyka badan byta zgodna
z ogblng procedurag wykrywania zaleznosci pomiedzy danymi i budowania
modeli na ich podstawie. Procedura ta polega na: postawieniu problemu,
sformutowaniu hipotezy, przygotowaniu eksperymentu, pozyskaniu danych
pomiarowych i ich wstepnym przetworzeniu, estymacji modelu, interpretacji
wynikéw i formutowania wnioskéw [6].

Empiryczne udowodnienie hipotezy pracy wymagato przeprowadzania wielu
eksperymentéw, ktore zostaty przeprowadzone na drodze symulacji kompu-
terowej na zbiorach danych zaczerpnietych z repozytoriow internetowych.
Badania nad metoda mini-modeli zostaly przeprowadzone przy uzyciu au-
torskiego oprogramowania komputerowego. Badana metoda jest oryginalnym
pomystem i nie jest szerzej znana w literaturze naukowej, a co za tym idzie
nie posiadata ona istniejacej implementacji w postaci programu komputero-
wego. Uzyskane wyniki zostang opracowane i poréwnane z wynikami metod
konkurencyjnych, w szczegélnosci z metodami bazujacymi na prébkach.



4

Gléwny cel rozprawy

Gléwnym celem rozprawy jest:

udoskonalenie metody uczenia mini-modeli na bazie pro-
bek lokalnych w przestrzeni wielowymiarowej.

Hipoteza badawcza mowi, ze:

5

udoskonalenie metody uczenia mini-modeli umozliwi wy-
kazanie co najmniej czesci przewidywanych zalet tej me-
tody wzgledem geometrycznych metod modelowania ba-
zujacych na prébkach.

Zadania do rozwigzania

W trakcie prac nad rozprawa konieczne stato sie rozwiazanie nastepujacych
zadan:

6

Opracowanie wersji mini-modeli dziatajacych w przestrzeni wielowy-
miarowej (> 3D).

Konstruowanie domeny-mini modelu jako bryty geometrycznej w prze-
strzeni wielowymiarowe;j.

Opracowanie algorytméw modyfikacji potozenia bryty geometrycznej w
przestrzeni wielowymiarowe;j.

Opracowanie algorytméw dziatania i uczeni mini-modeli w oparciu o
algorytmy klasteryzacji.

Opracowanie algorytméw lokalnej redukeji wymiarowo$ci.

Przebadanie dziatania mini-modeli z danymi zawierajacymi “luki in-
formacyjne”.

Wartosé teoretyczna

Przeprowadzone badania wykonane na potrzeby rozprawy miaty charakter
badan podstawowych. W trakcie pisania pracy opisano oraz przebadano rézne
wersje metody mini-modeli. Opracowano mini-modele dziatajace w prze-
strzeni wielowymiarowej, bazujace na sferycznym uktadzie wspoétrzednych.
Zagadnienie to wymagalo opracowania algorytmu ucznia mini-modeli oraz



algorytmow konstruowania i modyfikowania potozenia bryly geometrycznej
w przestrzeni wielowymiarowej. Ponadto opracowano mini-modele bazujace
na algorytmach klasteryzacji danych oraz mini-modele uzywajace lokalnej
redukcji wymiarowosci.

Biorac pod uwage szereg parametréw definiujacych sposoéb ucznia mini-
modeli (m. in. rézne bryly definiujace domene mini-modelu, rézne metody
grupowania danych czy rézne metryki) mozna przyjaé, ze metoda mini-
modeli zostala tacznie przebadana w blisko czterdziestu wariantach.

7 Wartos¢ praktyczna

Opracowana w rozprawie metoda mini-modeli pozwala na jej praktyczne za-
stosowanie w zadaniu modelowania danych wielowymiarowych. W szczegdl-
nosci nalezy podkresli¢ tu nastepujace wartosci metody:

e Dokladnos¢ metody jest na poziomie metod, z ktérymi byta porow-
nywana. Zgodnie z zasada No free lunch theorem, nie jest to jednak
metoda idealna oraz nie istnieje jedna wybrana wersja metody osigga-
jaca optymalne rezultaty dla wszystkich zbioréw danych.

e Wersja metody bazujaca na brytach wielowymiarowych jest w stanie
wykry¢ sytuacje, w ktorej algorytm nie odnalazt domeny mini-modelu
spetniajacej natozone na nig kryteria. Odpowiedz numeryczna modelu z
reguty jest obarczona duzym btedem w sytuacji, w ktérej domena mini-
modelu jest zbyt rozciggnieta lub zawiera niewtasciwg liczbe probek
uczacych.

e Mini-modele posiadajg dobre wlasciwosci ekstrapolacyjne. Metoda w
obszarach wykraczajacych poza obszar interpolacyjny bedzie zachowy-
wala linie trendu wygenerowang na podstawie danych lezacych najblizej
punktu zapytania. Zachowywanie linii trendu ma bardzo duze znacze-
nie dla danych z lukg informacyjna.

e Mozna dokonywaé¢ lokalnej redukcji wymiarowosci co jest wazne w
przypadku probleméw wysoko-wymiarowych. Zmienne nieistotne moga
podwyzszaé¢ btad modelu dziatajac jako szum informacyjny.

e Przewaga mini-modeli wzgledem k-NN polega na wykorzystywaniu nie
tylko odleglosci do najblizszego sgsiada, ale takze informacji o nachy-
leniu powierzchni funkcyjne;j.

e Mini-modele moga by¢ prostymi funkcjami np. liniowymi co utatwia
ich identyfikacje.



8 Akceptacja wynikéw przez spotecznosé na-
ukowg

W toku prac nad metoda mini-modeli powstato 11 publikacji w czasopismach
i materiatach konferencyjnych. Wyniki badan zostaty zaprezentowane na na-
stepujacych konferencjach:

e  Wplyw mltodych naukowcéw na osiagniecia polskiej nauki” w Czesto-
chowie 19.11.2011

e Advanced Computer Systems” w Miedzyzdrojach 30.05 — 1.06.2012.

e Wplyw mtodych naukowcoéw na osiggniecia polskiej nauki — IV Edy-
cja” w Gdansku 14.04.2013

e Krajowa Konferencja Studentéw i Mtodych Pracownikéow Nauki” w
Szczecinie 22.05 — 23.05.2014

e _Advanced Computer Systems” w Miedzyzdrojach 22.10 — 24.10.2014

e 14th International Conference on Artificial Intelligence and Soft Com-
puting ICAISC 2015 w Zakopanym 14.06 — 18.06.2015

e Sejmik Mtodych Informatykéw X edycja” w Miedzyzdrojach 17.09 —
19.09.2015

e 15th International Conference on Artificial Intelligence and Soft Com-
puting ICAISC 2016 w Zakopanym 12.06 — 16.06.2016

e Advanced Computer Systems” w Miedzyzdrojach 19.10 — 21.10.2016

e International Conference on Knowledge Based and Intelligent Infor-
mation and Engineering Systems, KES2017, Marseille, Francja, 6.09 -
8.09.2017

9 Osiggniecia zgtaszane w ramach obrony pracy

Oryginalny wktad wtasny autora pracy stanowi:

e Opracowanie wersji mini-modeli dzialajacych w przestrzeni wielowy-
miarowej (> 3D).



e Zastosowanie sferycznego uktadu wspotrzednych w procesie okreslania
bryty geometrycznej w przestrzeni wielowymiarowej uzywanej do defi-
niowania obszaru domeny mini-modelu.

e Heurystyczny algorytm uczenia mini-modeli oparty na brytach wielo-
wymiarowych.

e Zastosowanie lokalnej redukcji wymiarowosci w celu odrzucenia zmien-
nych lokalnie nieistotnych.

e Zastosowanie algorytmow klasteryzacji danych w celu podziatu prze-
strzeni wej$¢ na domeny mini-modeli.

10 Skrécona prezentacja struktury i uktadu
pracy

Praca zostala podzielona na cztery gléwne rozdziaty. W rozdziale pierw-
szym opisano wybrane metody i zagadnienia podstawowe wykorzystywane w
pracy. Opisujac metody, skupiono si¢ w gtéwnej mierze na algorytmach ba-
zujacych na probkach. Opisano réwniez kilka algorytméw klasteryzacji, uzy-
wanych w jednej z wersji mini-modeli. W rozdziale drugim opisano wybrane
zagadnienia zwigzane z brytami wielowymiarowymi, ze wzgledu na charak-
ter domeny mini-modeli. Rozdziat trzeci zawiera opis metody mini-modeli
w réznych wariantach. W rozdziale czwartym znalazty si¢ wyniki ekspery-
mentéw numerycznych przeprowadzonych na metodzie mini-modeli oraz na
metodach wchodzacych w sktad grupy poréwnawczej. Rozdziat piaty zawiera
podsumowanie. Do pracy zostal rowniez dotgczony Dodatek A zwierajacy
przyktady mini-modeli bazujacych na sferycznym uktadzie wspotrzednych.

11 Zawarto$¢ pracy

W odréznieniu od znanych i powszechnie stosowanych metod modelowania
globalnego takich jak: sieci neuronowe, sieci neurorozmyte, aproksymacja
wielomianowa, ktore dokonuja aproksymacji w catej domenie systemu, me-
toda mini-modeli (metoda MM) nie tworzy modelu globalnego, jezeli nie jest
on wymagany. Glowna zasada dziatania prezentowanej metody opiera si¢ na
zatozeniu, ze w procesie modelowania danych bardzo czesto jestesmy zainte-
resowani odpowiedzia na jedno tylko konkretne zapytanie. Wiedza na temat
wartosci zmiennej zaleznej w catej modelowanej dziedzinie nie zawsze jest



potrzebna. Dlatego metoda MM stara sie zidentyfikowaé funkcje matema-
tyczna opisujaca zaleznos¢ pomiedzy zmiennymi wejSciowymi i wyjsciowymi
operujac jedynie na danych znajdujacych sie w lokalnym otoczeniu punktu
zapytania. Dla przyktadowego zapytania: “Jaka wysoka bedzie stopa bez-
robocia w sytuacji, gdy podaz pienigdza bedzie wynosi¢ 950 mld zt, stopa
inflacji 10%, liczba ludno$ci 37.5 mln 0séb, a minimalne wynagrodzenie be-
dzie na poziomie 1500 z1?”, odpowiedz wymaga jedynie danych znajdujacych
sie w otoczeniu punktu zapytania tj. danych, dla ktérych podaz pieniadza
wynosi okoto 950 mld zt, stopa inflacja jest na poziomie okoto 10%, liczba
ludnosci wynosi okoto 37.5 mln oséb, a minimalne wynagrodzenie wynosi
okoto 1500 zt.

Metoda MM jest metodg modelowania lokalnego i operuje tylko i wy-
tacznie na danych znajdujacych sie w lokalnym otoczeniu punktu zapytania,
ktore jest Scisle okreslone i nie obejmuje catej modelowanej dziedziny tak jak
w przypadku modeli globalnych. Lokalne otoczenie puntu nazywamy obsza-
rem mini-modelu lub domeng mini-modelu. Mozna je zdefiniowaé, jako obszar
bryty geometrycznej okreslonej w przestrzeni wejs¢. Dla danych dwuwymia-
rowych (jedna zmienna niezalezna, jedna zmienna zalezna) bedzie to odci-
nek, dla tréjwymiarowych (dwie zmienne niezalezne, jedna zmienna zalezna)
bedzie to figura ptaska (np. trojkat lub czworokat) dla danych czterowy-
miarowych bedzie to bryta wypukta (np. czworoscian, szescian, osmioscian).
Obszar mini-modelu uogdélniony do przestrzeni n-wymiarowej przyjmuje po-
sta¢ (n — 1)-wymiarowej wypuktej i nieregularnej hiperbryly [26, 27, 29].
Domena mini-modelu moze zostaé¢ zdefiniowana réwniez jako hipersfera lub
hiperelipsoida [31, 32].

11.1 Robznice pomiedzy mini-modelem a modelem glo-
balnym

Na wstepie nalezy podkresli¢ zasadniczg réznice pomiedzy mini-modelem,
a modelem globalnym. Mini-model operuje tylko i wytacznie na punktach
znajdujacych sie w granicach jego zasiegu, ktore sa $cisle okreslone i nie obej-
mujg calej modelowanej dziedziny tak jak w przypadku modeli globalnych.
Model globalny operuje i uczy sie na wszystkich dostepnych probkach. Oma-
wiang roznice w przestrzeni 2D obrazuje Rysunek 2 przedstawiajacy roznice
pomiedzy mini-modelem, a modelem globalnym. Model globalny (regresja
wielomianowa na Rysunku 2a) korzysta ze wszystkich dostepnych prébek i
obejmuje cala dziedzine problemu. Mini-model liniowy (Rysunek 2b) two-
rzony jest na podstawie probek nalezacych do $cisle okreslonego ciggtego
obszaru przestrzeni wejs¢ zwanego dalej otoczeniem punktu zapytania, ob-
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Rysunek 2: Poréwnanie mini-modelu i modelu globalnego. Zrédio: opracowa-
nie wlasne.

szarem mini-modelu lub domeng mini-modelu.

Co prawda, w ekstremalnych przypadkach mini-model liniowy moze roz-
szerzyC otoczenie punktu zapytania na caty dostepna dziedzine, ale jest to
sytuacja mogaca mie¢ miejsce jedynie podczas modelowania danych, w kto-
rych zachodzi $cista zaleznos¢ liniowa, co jest raczej rzadkoscia.

Metoda MM jest metoda modelowania lokalnego i w opisanej wersji nie
tworzy modelu globalnego takiego jak np. sieci neuronowe. Jezeli istnieje
potrzeba mozna dla mini-modeli réwniez utworzy¢ model globalny poprzez
“sklejenie” ze soba mini-modeli dla kolejnych sasiadujacych odpowiednio roz-
mieszonych punktow zapytania. Nalezy jednak pamigtaé¢ ze model globalny
utworzony w ten sposéb nie bedzie gtadkim modelem ciggltym. Powierzchnia
tego typu modelu globalnego nie bedzie gtadka na granicach obszaréw utwo-
rzonych przez niezalezne i sasiadujace ze sobg lokalne mini-modele. Sytuacja
ta jest podobna do sytuacji, w ktorej chcielibySmy utworzyé¢ model globalny
przy pomocy metody k-NN. Utworzenie gtadkiego modelu globalnego po-
zwala nam zobrazowaé jak ksztattuje sie¢ modelowana przez nas wartos¢ w
catej domenie w przestrzeni dwu- lub tréjwymiarowe;j.

Metoda mini-modeli nalezy do grupy metod bazujacych na prébkach (ang.
memory-based learning). Algorytmy nalezace do tej grupy nie dokonuja gene-
ralizacji na podstawie danych uczacych, ale poréwnuja nowe probki danych
7z juz istniejacymi danymi pochodzacymi z treningu, a przetrzymywanymi w
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pamieci. Dlatego niekiedy w angielskojezycznej literaturze okresla sie te me-
tody jako memory-based learning czyli metody bazujace na pamieci [1, 3, 16].

Podejscie takie ma oczywiscie swoje wady i zalety. Ztozono$¢ danego za-
gadnienia rosnie wraz z liczba probek uczacych. Istnieje rowniez ryzyko prze-
uczenia modelu oraz jego podatnosci na dane odstajgce lub zaszumione. 7
drugiej jednak strony, algorytmy oparte na prébkach maja zdolnos$é¢ do szyb-
kiego przystosowania si¢ do nowych danych, ktére wezesniej nie byty obser-
wowane. Nowa probka danych jest po prostu dodawana do pamieci. Daje to
przewage nad innymi algorytmami uczenia maszynowego w sytuacji, w ktorej
do systemu ciggle sptywaja nowe dane.

11.2 Mini-modele w przestrzeni dwuwymiarowej

Poczatkowe prace nad mini-modelami obejmowaty modelowanie problemow
dwu- i trojwymiarowych [19, 20, 21, 22, 23]. Lokalne otoczenie punktu zapy-
tania czyli domena mini-modelu przybiera wtedy ksztalt odcinka lub figury
ptaskiej w zaleznosci od wymiarowosci problemu. Definiowanie zakresu do-
meny polega na operowaniu wierzchotkami bryty geometrycznej. Zmiana po-
tozenia figury geometrycznej lub zmiana jej ksztattu sprowadza sie do zmiany
potozenia jej wierzchotkow.

Lokalne otoczenie nie jest state i moze przybiera¢ rézne wartosci w za-
leznosci od potozenia punktu zapytania, modelowanego problemu i uzytego
wariantu mini-modeli. Gléwnym parametrem definiujacym domene mini-
modelu jest parametr minimalnej liczby probek (parametr m), ktéra powinna
bra¢ udziat w uczeniu mini-modelu. Przyjmuje sie, ze parametr jest zdefinio-
wany nastepujaco:

m>d+1, (1)

gdzie d jest to liczba wymiaréw przestrzeni. W rozwazanej przez nas prze-
strzeni 2D, m > 3. Zbiér danych uczacych P definiujemy jako zbiér punktow
p; posortowanych rosngco wzgledem zmiennej z:

Di = (xiayi)7
P:{p17p27"'7pi7"'7p1}7 gdZie $1<.§C2<"‘<Jf[.

(2)
Lokalne otoczenie punktu zapytania zdefiniowanego jako xy definiujemy po-
przez jego granice: dolng x, i gérna xy:

Ta, Ty € X,

(3)

xo € [Ta; ) -
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Zbioér punktéw, na ktorym bedzie operowal mini-model definiujemy jako M

M ={p; € P:x; € [xq;x]}, )

card(M) > m.
W trakcie badan zostaly opracowane dwa warianty metody: liniowa i nieli-
niowa.

11.2.1 Mini-modele liniowe 2D

Mini-model liniowy (MM) w procesie budowy modelu matematycznego
uzywa regresji liniowej [20, 21, 22, 23|. Podczas uczenia MM powstaje pyta-
nie jak zdefiniowa¢ optymalne lokalne otoczenie punktu zapytania. Otoczenie
takie powinno by¢ ciagtym podzbiorem danych uczacych, na ktérym regresja
liniowa bedzie generowala jak najmniejszy btad. Sprowadza sie to w prak-
tyce do odpowiedniego zdefiniowania puntow granicznych P,, P,. Jedna z
odpowiedzi na to pytanie jest zachtanne przeszukanie wszystkich mozliwych
kombinacji spetniajacych podane wyzej warunki (1) - (4).

W odréznieniu od mini-modeli bazujacych na regresji liniowej, istnieje
mozliwos¢ heurystycznego uczenia MM, w ktérym nie wystepuje problem
zdefiniowania lokalnego otoczenia punktu zapytania. Jest ono tworzone na
biezaco wraz z uczniem MM. Zwalnia nas to z zachtannego przeszukiwania
wszystkich mozliwych kombinacji. Algorytm rozpoczyna sie od wylosowania
potozenia punktéw granicznych, tak aby spetniaty warunki (1) - (4). Uczenie
heurystyczne sktada si¢ z dwoch podstawowych operacji: przesuwania punktu
granicznego wzdtuz osi OX oraz przesuwania wzdtuz osi OY.

11.2.2 Mini-modele nieliniowe 2D

Mini-modele nieliniowe, w odréznieniu od metody opisanej powyzej, w proce-
sie uczenia przybieraja ksztatt wygietego odcinka. Odcinek moze mie¢ postaé
fragmentu krzywej wielomianowej, fragmentu tuku okregu lub przyjmowac
inng matematyczna postac¢. Ze wzgledu na swoj nieregularny ksztatt mini-
modele nieliniowe posiadaja mozliwos¢ lepszego dopasowania si¢ do modelo-
wanych danych.

Sposéb dziatania mini-modeli opartych o aproksymacje wielomianowa
jest analogiczny do dziatania MM bazujacych na regresji liniowej. W celu
znalezienia optymalnego lokalnego otoczenia punktu zapytania, tutaj row-
niez niezbedne jest zachtanne przeszukanie wszystkich mozliwych kombinacji
punktéw uczacych spehiajacych warunki (1) - (4). Réznica polega na uzy-
ciu aproksymacji wielomianowej drugiego stopnia zamiast regresji liniowej.
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Nie ma potrzeby uzywania aproksymacji wyzszego rzedu, gdyz doprowadzi-
toby to jedynie do zwigkszenia ztozonosci obliczeniowej algorytmu. Metoda
mini-modeli ze wzgledu na swoja zasade dziatania jest w stanie modelowaé
skomplikowany ksztalt funkcji przy pomocy kilku stosunkowo prostych mini-
modeli.

Oproécz mini-modeli bazujacych na aproksymacji wielomianowej istnieja
takze MM uczone heurystycznie. Heurystyczne MM nieliniowe w poczatko-
wej fazie uczone sg tak samo jako ich liniowe odpowiedniki. Uczenie odbywa
si¢ poprzez cykliczne naprzemienne przemieszczanie punktéw granicznych
wzdhuz osi OX i OY. Procedura powtarza sie, az zostanie spetniony warunek
zatrzymania. W efekcie otrzymujemy najlepszy mini-model bedacy odcin-
kiem pomiedzy punktami P, i P,. Nastepnie w celu najlepszego dopasowania
znalezionego rozwigzania do modelowanych danych odcinek jest wyginany
jako tuk okregu.

11.2.3 Parametr minimalnej liczby prébek

Dobranie parametru minimalnej liczby probek (parametr m) jest sprawa klu-
czowa dla poprawnego dziatania mini-modelu. Niestety nie istnieje zadna re-
guta méwigca w jaki sposéb dobra¢ minimalng liczbe probek do danego mo-
delowanego problemu. Sytuacja jest tu analogiczna do problemu doboru pa-
rametru liczby sasiadéw w algorytmie k-NN. Ustawienie parametru a prior:
na wybrang wartos¢ z reguly nie da optymalnych wynikow.

Parametr m moze zosta¢ dobrany globalnie dla catego zbioru danych ucza-
cych. Warto zaznaczy¢, ze optymalna warto$¢ parametru m z reguty jest
rozna dla réznych typéw mini-modeli. Warto$¢ parametru m moze zostac
ustawiona lokalnie, dla wybranego przez nas podzakresu. Dziedzine mozna
podzieli¢ na kilka podprzedziatow i dla kazdego z nich ustawi¢ lokalng war-
tosci parametru m. Dzieki tego typu podejsciu mozliwe jest lepsze dopaso-
wanie mini-modeli do modelowanych danych. Obszary danych cechujace si¢
wieksza zmiennoscig beda posiadaty inng warto$¢ parametru m od obszaréw
bardziej jednorodnych. Wyniki eksperymentéw numerycznych uwodnity, ze
mini-modele, w ktorych zastosowano lokalng warto$é parametru m osiggaty
lepsze wyniki od mini-modeli, w ktorych warto$¢ parametru byta ustawiana
globalnie dla catego przedziatu.

11.3 Mini-modele w przestrzeni wielowymiarowej

W poczatkowych badaniach obejmujacych mini-modele w przestrzeni dwu-
wymiarowej, w procesie definiowania lokalnego otoczenia punktu zapytania
operowano wierzchotkami bryly geometrycznej. Podejscie to jest mozliwe
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do zastosowania w przestrzeni tréjwymiarowej, jednakze zastosowanie go
w przestrzeni o wiekszej liczbie wymiaréw byloby nieefektywne. Operowa-
nie wierzchotkami bryly geometrycznej jest obarczone “przeklenstwem wy-
miarowosci”, gdyz liczba wierzchotkéw w bryle opartej na hiperszescianie
wzrasta wyktadniczo. Kolejnym problemem jest problem wspotptaszczyzno-
wosci wierzchotkéw nalezacych do jednej $ciany. Gdy $ciana ma postaé wie-
loboku, zmiana potozenia jednego wierzchotka wymusza zmiang¢ potozenia
innych wierzchotkéw nalezacych do tej samej Sciany w celu zachowania ich
wspolptaszczyznowosci. Ponadto wystepuje szereg innych problemoéw takich
jak: problem manipulowania $ciang jako zbiorem wierzchotkéw, problem roz-
strzygania o zawieraniu sie¢ danego punktu we wnetrzu domeny mini-modelu
opisanej jedynie przez jej wierzchotki. Ztozonos¢ tych zagadnien wzrasta wraz
z wymiarowoscia przestrzeni. Wyzej wymienione problemy doprowadzity do
powstania koncepcji manipulowania $ciang jako caltoscig oraz przeniesienia
wickszosci obliczen z kartezjanskiego do sferycznego uktadu wspoétrzednych
[26, 27, 29]. Centrum uktadu stanowi punkt zapytania. Sciana zdefiniowana
jest poprzez pojedynczy punkt zwany generatorem $ciany. Istnieje zalozenie,
ze Sciana jest ortogonalna do wektora utworzonego przez ww. punkt oraz
poczatek uktadu wspotrzednych. Koncepcja ta posiada nastepujace zalety:

e brak problemu wspotptaszezyznowosci wierzchotkéw nalezacych do jed-
nej sciany,
e stosunkowo proste obliczenia rozstrzygajace o zawieraniu si¢ punktu

we wnetrzu domeny mini-modelu,

e zmniejszenie liczby parametrow potrzebnych do sterowania mini-mode-
lem,

e stosunkowo proste manipulowanie potozeniem Sciany,

e stosunkowo prosta rozszerzalnos¢ mini-modelu do przestrzeni o wyzszej
wymiarowosci.

Zastosowanie tego podejscia pozwala uniknaé¢ przeklenstwa wymiarowosci
(mini-model bazujacy na obszarze hiperszescianu w przestrzeni n—wymia-
rowej bedzie posiadat 2"~! wierzchotkéw, ale tylko 2(n—1) écian). Ma to duze
znaczenie, poniewaz pozwala uproscic¢ trudny heurystyczny proces uczenia sie
mini-modelu.
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11.3.1 Domena mini-modelu jako bryla w przestrzeni wielowy-
miarowej

Pierwsza cze$¢ algorytmu realizuje konwersje punktéow danych z uktadu
wspéhrzednych kartezjanskich do uktadu wspoétrzednych hipersferycznych [26,
27, 29]. Transformacja nastepuje jedynie w przestrzeni wej$¢, zmienna wyj-
Sciowa pozostaje bez zmian. Oznacza to, ze tréjwymiarowy punkt danych zo-
stanie przetransformowany do uktadu wspétrzednych biegunowych, a punkt
czterowymiarowy do uktadu wspotrzednych sferycznych. W ogélnym przy-
padku n-wymiarowy punkt zostanie przetransformowany do uktadu wspot-
rzednych opartych na (n — 1)-wymiarowej sferze. Punkt zapytania @ = {x¢1,
TQ2, - - Tons Yo I, staje sig centrum uktadu wspoélrzednych. Wartosci zmien-
nych wejsciowych zg1,2g2, ..., Tgn sa znane, warto$¢ zmiennej wyjsciowej
yg jest niewiadoma, ktorg zostanie obliczona w wyniku dziatania algorytmu.
Wszystkie punkty danych p; sa rowniez konwertowane do hipersferycznego
uktadu wspotrzednych. Punkt jest okreslony przez promien r € [0, 00), (odle-
glod¢ od centrum) i katy @i, @iz, ..., Qin—2) € [0;7), Qim-1) € [0;2m). Zbior
P sktadajacy sie z I punktéw oznaczamy jako:

P = {p17p27' Y 2T 7p1}7
bi = (‘ril? s 7xin7yi) = (Tivgpilv SR 7%07L(n—1)7yi)'

()

W ogélnym przypadku domena mini-modelu jest wypuktg nieregularng
hiperbryta sktadajaca si¢ z J $cian. Dla simpleksu liczba $cian wynosi J =
n + 1, dla bryly bazujacej na hiperszescianie J = 2n, gdzie n jest to wymia-
rowos¢ przestrzeni. Kazda sciana j hiperbryly jest czeScig plaszczyzny Fj.
W przysztych rozwazaniach calyg plaszczyzng I bedziemy nazywac Sciang.
Ptaszczyzne w sferycznym uktadzie wspotrzednych mozemy zdefiniowaé przy
pomocy pojedynczego punktu G; zwanego generatorem Sciany. Istnieje za-
tozenie, ze plaszcgna F; jest ortogonalna do wektora utworzonego przez

generator sciany QG ;. Kazda ptaszczyzne F; mozemy zdefiniowaé jako:

Fj:{Gjupz‘iSOij<7T/\7"z’= = }, (6)

2 COS Py

gdzie ¢;; jest wartoscig kata pomiedzy wektorami QTGJ i Q—pz Ptaszczyzna F;
dzieli caty przestrzen wejs¢ na dwie potprzestrzenie. Pierwsza potprzestrzen
zawiera punkty danych, ktore mogg zosta¢ wlaczone w domene mini-modelu.
Mozemy ja zdefiniowaé¢ nastepujaco:

T ™ T
J {p gp] = 2 <<10] 2 T X COSQOij)} ( )
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Druga poétprzestrzen zawiera punkty, ktére nie wejda w sktad domeny mini-
modelu i jest zdefiniowana jako:

™ T
E; = i i <= AT > J . 8
i={pse<gan> ®)
Kazda plaszczyzna zawierajaca w sobie Sciane bryty definiujacej domeneg
mini-modelu dzieli przestrzen wej$¢ w ten sposob bez wzgledu na wymia-
rowos¢. Czes¢ wspolna wszystkich potprzestrzeni I; definiuje domene mini-
modelu i zawiera w sobie punkty uczace:

Sposéb, w jaki ptaszczyzna dzieli przestrzen wej$é¢ zostatl przedstawiony na
Rysunkach 3 i 4. Punkty oznaczone, trojkatami na pewno zostana wyta-

luczone przez plaszczyzna (Sciane)
2 plaszczyzne ($cian)

I I I I I I o I I |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Rysunek 3: Przyktad podziatu przestrzeni 2D przez prosta (Sciane). Zrddto:
opracowanie wlasne.

czone poza domene¢ mini-modelu natomiast punkty oznaczone kwadratami
moga zosta¢ w niej zawarte. O tym czy punkt rzeczywiscie wejdzie w sktad
domeny mini-modelu decyduje jego potozenie wzgledem innych ptaszczyzn.
Tylko punkty, ktore beda zawarte przez wszystkie ptaszczyzny wejda w sktad
domeny MM. Przyktad jak Sciany tworzg domene mini-modelu dla problemu
trojwymiarowego zostal pokazany na Rysunku 5. Na Rysunku 6 zostata
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Rysunek 4: Przyktad podzialu przestrzeni 3D przez plaszczyzne ($ciane).
Zrodto: opracowanie wlasne.
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Rysunek 5: Przyklad domeny mini-modelu dla problemu 3D. Zrédlo: opra-
cowanie wlasne.
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Rysunck 6: Przyktad domeny mini-modelu dla problemu 4D. Zrédlo: opra-
cowante wlasne.

przedstawiona przyktadowa domena dla problemu czterowymiarowego. Pun-
kty danych wyselekcjonowane w powyzszy sposob staja sie danymi uczgcymi
dla metody modelowania matematycznego uzywanej przez mini-model.
Bardzo wazna operacja uzywang podczas uczenia mini-modeli jest ro-
tacja catej domeny mini-modelu czyli rotacja catej bryty geometrycznej w
przestrzeni wielowymiarowej. Rotacji mozna dokonaé¢ poprzez pomnozenie
wspotrzednych generatorow $cian przez odpowiednig macierz rotacji.

11.3.2 Algorytm uczenia mini-modeli

Uczenie mini-modelu sktada si¢ z dwdch czesci i polega na okresleniu opty-
malnego lokalnego otoczenia punktu zapytania oraz nastrojeniu metody mo-
delowania matematycznego uzywanego przez MM. Dzieki temu MM posiada
zdolno$¢ do lokalnej adaptacji w wybranym obszarze dziedziny problemu.
Jako algorytm modelowania matematycznego moze zosta¢ uzyta dowolna
metoda modelowania: regresja liniowa, regresja wielomianowa, wartos¢ sred-
nia z probek, wnioskowanie rozmyte, sie¢ neuronowa, itd.

W praktyce jako algorytmu modelowania matematycznego bardzo czesto
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uzywa sie regresji liniowej. Wybrany algorytm jest stosunkowo prosty i jest
zdolny jedynie do modelowania zaleznosci liniowej. Nie nadaje si¢ on do mo-
delowania ztozonych zaleznosci wystepujacych w catej domenie rzeczywistego
zbioru danych. Pomimo swej prostoty, regresja liniowa jest wystarczajaca aby
modelowa¢ lokalne zalezno$ci, ktére wystepuja w malej ograniczonej czesci
domeny.

Okreslenie optymalnego otoczenia punktu zapytania, czyli domeny MM
jest procesem heurystycznym i polega na zmianie potozenia Scian bryty ota-
czajacej domene. W praktyce sprowadza si¢ jedynie do zmian potozenia punk-
tow zwanych generatorami Scian Gj. Istnieje wiele potencjalnych lokalnych
otoczen punktu zapytania, ktére moga zosta¢ osiagnicte w procesie uczenia.
Po zdefiniowaniu domeny mini-modelu, metoda uzywa punktéw wchodzagcych
w jego sktad, jako danych uczacych dla algorytmu modelowania matema-
tycznego. Nastepnie mini-model oblicza sredni btad generowany przez model
matematyczny na probkach uczacych i obliczana jest warto$¢ dla zmiennej
zaleznej punktu zapytania. W nastepnym kroku mini-model stara si¢ odna-
lez¢ kolejng domeng, nastepnie oblicza btad generowany na probkach oraz
odpowiedz mini-modelu na punkt zapytania. Domena MM, z najmniejszym
btedem zostaje uznana za optymalng. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze nie kazda
domena mini-modelu jest poprawna. Punkt zapytania musi znajdowaé sie w
domenie, a jej powierzchnia musi by¢ bryta (hiperbryta) wypukla. Poza tymi
podstawowymi zatozeniami domena powinna spetnia¢ nastepujace warunki:

1. liczba punktow uczacych wchodzaca w sktad mini-modelu powinna by¢
wigksza lub réwna niz zadana wartos¢ minimalna,

2. liczba punktéw uczacych wchodzaca w sktad mini-modelu powinna by¢
mniejsza lub rowna niz zadana warto$¢ maksymalna,

—
3. stosunek dtugosci wektoréw QG ; o minimalnej i maksymalnej dtugosci,
powinien by¢ mniejszy niz zadana wartosé,

4. punkt zapytania nie powinien by¢ ekstrapolowany przez probki uczace
(nie zawsze jest to mozliwe, a czasem nie jest wymagane).

11.4 Mini-modele z lokalng redukcjg wymiarowosci

Metoda mini-modeli moze zosta¢ rozszerzona o lokalng redukcje wymiaro-
wosci. Lokalna redukcja wymiarowosci opiera sie na zatozeniu, ze wszystkie
zmienne wejsciowe nie muszg by¢ tak samo istotne w poszczegdlnych cze-
Sciach domeny. Dla przykladu pewna zmienna, statystycznie istotna w danej
czesci domeny moze by¢ kompletnie nieistotna w innym jej obszarze, a tym
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samym moze by¢ zrédtem szumu zaktocajacego doktadnosé modelowania. W
przestrzeni wielowymiarowej partycjonowanie przestrzeni w regularne sektory
jest zadaniem trudnym, ze wzgledu na zdolnosé pokrycia kazdego sektora wy-
starczajaca liczba danych. Problem ten jest okreslany “klatwa wymiarowo-
Sci”. Z tego wzgledu istotnos¢ zmiennych jest sprawdzana osobno dla kazdego
punktu zapytania [18].

Jak juz wczesniej zostalo napisane, uczenie mini-modelu sktada sie z
dwobch etapow i polega na okresleniu optymalnego lokalnego otoczenia punktu
zapytania oraz nastrojeniu metody modelowania matematycznego uzywa-
nego przez MM. Zaproponowana modyfikacja metody uzywa regresji linio-
wej jako algorytmu modelowania matematycznego. Uzyty algorytm regresji
liniowej jest stosunkowo prosty i potrafi modelowac jedynie zaleznosci liniowe.
Pomimo to jest on wystarczajacy aby modelowa¢ lokalne zaleznosci, ktore wy-
stepuja w malej ograniczonej czesci domeny. Ponadto istnieje dobrze znany
zestaw narzedzi statystycznych potrafigcych przetestowaé doktadnosé mode-
lowania oraz poszczeg6lne parametry metody. W celu dokonania lokalnej re-
dukcji wymiarowosci wykonywana jest regresja krokowa. Algorytm sprawdza
statystyczng istotnos¢ zmiennych przy pomocy testu t-studenta. Zmienne
statystycznie nieistotne zostaja usuniete z modelu. Odrzucanie zmiennych
dla wybranego punktu zapytania jest w praktyce lokalng redukcjg wymiaro-
wosci. Istnieja oczywiscie inne metody statystyczne pozwalajace sprawdzi¢
dopasowanie regresji, jak np. test F. Jednakze test ¢t pozwala na sprawdzenie
poszczegdlnych parametréw modelu [9, 11, 13, 33].

Procedura uczenia mini-modelu jest bardzo podobna do algorytmu ucze-
nia mini-modeli opartych o bryty wielowymiarowe. Roznica polega jedynie na
rozszerzeniu procedury uczenia modelu matematycznego. Wyliczenie wspot-
czynnikéw réwnania regresji liniowej zostaje rozszerzone do regresji krokowej,
ktora w oparciu o testy statystyczne badajace istotnosé zmiennych, odrzuca
kolejne zmienne nieistotne. Bez zmian zostaje natomiast czes¢ algorytmu
odpowiedzialna za znajdowanie domeny mini-modelu. Polega ona tak jak
wczesniej na losowej zmianie potozenia punktéw G, w wyniku czego zostaje
znalezionych wiele potencjalnych domen MM.

Takze w tej wersji mini-modeli nalezy kazdy model traktowac¢ osobno. Mo-
del dla kazdego kolejnego punktu zapytania moze mie¢ rozny zestaw zmien-
nych istotnych.

11.5 Mini-modele oparte o klasteryzacje

Proces okreslania domeny mini-modelu bedacy czeécia procesu jego uczenia
moze zastaé zastapiony przez algorytmy klasteryzacji danych [28, 30]. Uzycie
metod klasteryzacji modyfikuje jedynie pierwszy etap uczeni mini-modelu po-
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legajacy na odnalezieniu obszaru optymalnej domeny dla wybranego punktu
zapytania. Domena MM zawiera w sobie zastaw punktow, ktore zostang poz-
niej uzyte w procesie uczenia. W przedstawionej modyfikacji metody ob-
szar przestrzeni wej$¢ problemu zostanie podzielony na domeny mini-modeli
w wyniku dziatania algorytmu klasteryzacji. Kazdy klaster bedzie stanowit
osobna domene mini-modelu. W pracy skupiono si¢ na metodach opartych o
centroidy takich jak: algorytm k-srednich, k-medoidow, c-$rednich.

Kazdy klaster moze by¢ interpretowany jako oddzielna domena MM.
Kazdy MM uzywa jedynie takiego zestawu punktéw uczacych, ktéry za-
wiera sie w odpowiadajacej mu domenie (klastrze). Nalezy pamietaé, ze mini-
modele nie sg ze soba potaczone i kazdy MM nalezy traktowaé¢ osobno. Me-
toda nie tworzy spojnej gtadkiej powierzchni funkcyjnej w catej modelowanej
dziedzinie. Jest to zachowanie analogiczne do sposobu dziatania innych wersji
mini-modeli opisanych powyzej.

Ze wzgledu na to, ze metoda c-$rednich potrafi przydzieli¢ punkt da-
nych do kilku klastréw jednoczesnie, w dalszej czesci algorytmu mozliwe jest
zastosowanie kilku wariantéw. Domene¢ mini-modelu dla wybranego punktu
zapytania mozna zdefiniowa¢ w dwoch wersjach:

e Wyostrzenie granic - granice poszczegélnych domen bede oddzielne i
Scisle wyznaczone. Punkt danych bedzie nalezal do domeny (klastra) z
najwieksza wartoscig funkcji przynaleznodci.

e Zastosowanie progu przynaleznosci - granice poszczegdlnych domen
beda rozmyte i beda na siebie nachodzity. Punkt danych bedzie na-
lezal do tych domen, w ktorych wartos¢ funkcji przynaleznosci bedzie
powyzej zdefiniowanego progu.

Zastosowanie algorytmu klasteryzacji danych mozliwe jest w dwoch wa-
riantach. W pierwszej wersji algorytm klasteryzacji uzywa zmiennych nieza-
leznych i zmiennej zaleznej tj.: xy,xs,...,T,,y. Jednakze w czedci przypi-
sywania punktu do konkretnego klastra algorytm uzywa jedynie zmiennych
niezaleznych: x1, s, ..., x,. Jest to spowodowane faktem, ze punkt zapy-
tanie oczywiscie nie posiada informacji na temat zmiennej zaleznej y. W
drugiej wersji algorytm uzywa caly czas tylko zmiennych niezaleznych tj.:
T1,T2y...,Tp.

Rysunek 7 przedstawia przyktadowy podziat przestrzeni wejs¢ przy uzyciu
algorytmu k-srednich. Kazdy wielokat jest domeng oddzielnego mini-modelu.
Rysunek 8 prezentuje mini-model w przestrzeni tréjwymiarowe;j.
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Rysunek 7: Przyktad podziatu przestrzeni 2D przez algorytm k-$rednich.
Zrodto: opracowanie wiasne.

o dane uczace
. b dane uczace mini-model
. domena mini-modelu

1 . I mini-model

Rysunek 8: Przyktad dziatania metody mini-modeli bazujacej na algorytmie
k-srednich w przestrzeni 3D. Zrodio: opracowanie wilasne.
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11.6 Mini-model jako klasyfikator

Pomimo ze celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie mini-modeli jako
metody uczenia algorytmoéw regresyjnych, warto wspomnie¢ o mozliwosci za-
stosowania opisywanej metody w zadaniu klasyfikacji. Jak wczesniej zostato
napisane uczenie mini-modelu sktada si¢ z dwdch czesci i polega na okre-
sleniu optymalnego lokalnego otoczenia punktu zapytania oraz nastrojeniu
metody modelowania matematycznego uzywanego przez MM. Druga czesé
algorytmu moze zosta¢ zmodyfikowana i zamiast uczy¢ metode modelowania
matematycznego mozna nastroi¢ metode klasyfikacji. W tego typu podej-
sciu mozemy uzy¢ dowolnej metody klasyfikujacej dane. Idea dziatania jest
identyczna jak w przypadku uzyciu MM w zadaniu aproksymacji. Metoda
dziata lokalnie i osobno dla kazdego kolejnego punktu zapytania. Dokony-
wana klasyfikacja odbywa sie jedynie w oparciu o punkty znajdujace sie w
Scisle okreslonym przedziale przestrzeni wejé¢ zamknietym w domenie mini-
modelu. W zadaniu klasyfikacji jako punkt zapytania rozumiemy punkt da-
nych w przestrzeni, ktérego wartos¢ atrybutéw wejsciowych xq, xs, ..., z, jest
nam znana, a ktéremu chcemy przypisac etykiete danej klasy. Punkt zapyta-
nia staje si¢ centrum hipersferycznego uktadu wspétrzednych. Jako algorytm
klasyfikacji mozna przyja¢ bardzo proste podejscie, w ktéorym mini-model
zostal tak zaprogramowany aby starat sie w swojej domenie uchwyci¢ jedy-
nie probki nalezgce do jednej klasy. Oczywiscie nie zawsze taka sytuacja jest
mozliwa, wtedy nalezy zwréci¢ klase, ktora jest najczesciej reprezentowana
przez probki uczace. Jako optymalng domene mini-modelu rozumiemy taka,
ktora jest wysoce jednorodna w rozumieniu probek nalezacych do tej samej
klasy. Przyjmuje sie, ze klasyfikowana probka powinna znajdowac sie w cen-
trum domeny. Jednakze, nie zawsze jest to mozliwe. Mini-model klasyfikujacy
powinien spetnia¢ takie same warunki jak mini-model regresyjny.

11.7 Poréwnanie metod: k-najblizszych sgsiadéw i mini-
modeli

Metoda mini-modeli jest pod pewnymi wzgledami podobna do metody k-
najblizszych sasiadéw [26]. Oba algorytmy uzywaja danych uczacych jedy-
nie z najblizszego otoczenia punktu zapytania, ktory jest interesujacy dla
naukowcow. Obie metody naleza do metod bazujacych na probkach i obli-
czaja odpowiedz na biezaco. Obie metody charakteryzuje takze powierzch-
nia funkcyjna utworzona przez nastepujace po sobie modele w catej domenie
modelowanego systemu, ktora nie jest gtadka. Mozna zaobserwowaé wyrazne
“skokowe” zachowanie pochodnych powierzchni funkcyjnej. Metoda MM nie
jest w swej istocie przeznaczona do globalnego modelowania, ale moze by¢
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uzyta w tym celu. Rysunki 9a i 9b poréwnujg powierzchnie funkcyjne wyge-
nerowane przez obie metody w przestrzeni 2D. Rysunki 10a i 10b prezentuja
poréwnanie obu metod dla danych 3D.

(a) Metoda mini-modeli (b) Metoda k-NN (dla k = 1)

Rysunek 9: Poréwnanie nieciagtosci powierzchni funkcyjnej metody mini-
modeli oraz metody k-NN w przestrzeni 2D. Zrodto: opracowanie wtasne.

Metoda k-najblizszych sasiadéw w czasie obliczania odpowiedzi na punkt
zapytania bierze pod uwage jedynie k najblizszych prébek. Podstawowa wer-
sja metody uzywa metryki euklidesowej w celu obliczenia odlegtosci po-
miedzy prébkami, a punktem zapytania. W klasycznej wersji metoda ob-
licza odpowiedZ modelu jako $rednig wartos¢ zmiennej zaleznej z k najbliz-
szych prébek, ewentualnie srednia wazong przez odlegtos¢ od punktu za-
pytania. W interpretacji geometrycznej, wszystkie k& najblizszych punktow
miesci si¢ w kole dla problemu 3-wymiarowego, w sferze dla problemu 4-
wymiarowego, itd. W ogélnosci bedzie to (n — 1)-wymiarowa hipersfera dla
problemu n-wymiarowego. Dla poréwnania metoda mini-modeli bazujaca na
uktadzie hipersferycznym, zawiera punkty uczace w obszarze wypuktego wie-
loboku dla problemu 3-wymiarowego, wypuktego wieloscianu dla problemu
4-wymiarowego. W ogélnym przypadku n-wymiarowym bedzie to (n — 1)-
wymiarowa bryta wypukta. Liczba prébek wewngtrz mini-modelu nie jest
stata, ale znajduje sie¢ w pewnym z géry ustalonym przedziale. Ma to pewne
implikacje, poniewaz dla wybranego punktu zapytania istnieje wiele mozli-
wych domen mini-modelu.

Metode najblizszych sgsiadéw mozna rozpatrywac jako pewien rodzaj me-
tody mini-modeli. Biorac pod uwage takie podejscie domeng mini-modelu w
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(a) Metoda mini-modeli (b) Metoda k-NN (dla k =1)

Rysunek 10: Poréwnanie nieciggloéci powierzchni funkcyjnej metody mini-
modeli oraz metody k-NN w przestrzeni 3D. Zrddto: opracowanie wtasne.

algorytmie najblizszych sasiadow bedzie (n — 1)-wymiarowa hipersfera dla
problemu n-wymiarowego. Algorytmem modelowania matematycznego be-
dzie tutaj wartos¢ srednia zmiennej zaleznej punktéw uczacych albo Srednia
wazona przez odlegtos¢ od punktu zapytania. W algorytmie najblizszych sa-
siadow jest mozliwa tylko jedna domena dla wybranego punktu zapytania
i wartosci k. Rysunki 11a i 11b przedstawiaja réznice pomiedzy metodami
w przestrzeni wejs¢. Rysunki 11c i 11d poréwnuja obie metody w pelnej
przestrzeni problemu. Kolejng réznicg pomiedzy obiema metodami jest fakt,
ze algorytm najblizszych sasiadow bierze pod uwage jedynie srednig war-
tos¢ probek. Metoda mini-modeli w procesie obliczania odpowiedzi uzywa
nie tylko wartosci probek uczacych, ale bierze pod uwage takze tendencje
wystepujaca w okolicy punktu zapytania. Informacja na ten temat pozwala
osiggaé lepsza dokladnos¢ modelowania w obszarach, w ktorych wystepuja
luki informacyjne.

11.8 W1lasciwosci ekstrapolacyjne

Metoda mini-modeli posiada dobre wtasciwosci ekstrapolacyjne. Mini-modele
biora pod uwage tendencje wystepujaca w otoczeniu punktu zapytania, w
czym przejawia sie ich przewaga nad metoda najblizszych sasiadéw. W skraj-
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wlasne.
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nych czesciach wykresu na Rysunkach 9 oraz 10 mozna poréwnac jak obie me-
tody zachowuja sie w przypadku ekstrapolacji danych. W przypadku metody
k-NN powierzchnia funkcyjna w obszarach, w ktérych bedzie wykonywana
ekstrapolacja zawsze bedzie ptaska. W odmienny sposéb zachowa sie metoda
mini-modeli, ktora w obszarach ekstrapolacyjnych bedzie zachowywata linie
trendu wygenerowana na podstawie danych lezacych najblizej punktu zapy-
tania. Dzieki wykorzystywaniu informacji na temat trendu danych metoda
mini-modeli jest w stanie “przeskoczy¢” luke informacyjng i zawrze¢ w swojej
domenie dane znajdujace si¢ po jej “drugiej stronie”. Rysunek 12 przesta-
wia pogladowa sytuacje, w ktorej metoda mini-modeli pracuje na danych
znajdujacych sie po réznych stronach luki informacyjnej.

(a) Domena metody mini-modeli (2D) (b) Metoda mini-modeli (3D)

Rysunek 12: Przyktad metody mini-modeli, ktéra uzywa danych znajduja-
cych sie po réznych stronach luki informacyjnej. Zrédto: opracowanie wlasne.

11.9 Podsumowanie

Opisana w pracy metoda mini-modeli jest metoda modelowania ogdlnego i
moze zosta¢ zastosowana w procesie modelowania danych réznorakiego po-
chodzenia. Zbiory danych numerycznych moga pochodzi¢ z réznego rodzaju
systemow, na przyktad: fizycznych, ekonomicznych czy tez biologicznych.
Oczywiscie metoda, nie we wszystkich przypadkach daje najlepsze wyniki
i niekiedy jej doktadnos¢ nieznacznie ustepuje niektérym innym metodom
modelowania. Jednak w przypadku MM typ pochodzenia danych nie ma
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wplywu na doktadnosci uzyskiwanych wynikow.

Wiszystkie wersje metody mini-modeli zostaly przetestowane przy uzyciu
autorskiego oprogramowania. W celu przetestowania metod bazujacych na
probkach, wzgledem ktorych poréwnywano skutecznosé metody mini-modeli,
uzyto funkeji zaimplementowanych w érodowisku MATLAB®.

Doktadnosé modelowania algorytmu przebadano w czterech gtéwnych wa-
riantach réznigcych si¢ sposobem uczenia. Przeanalizowano: mini-modele 2D,
mini-modele bazujace na brytach wielowymiarowych, mini-modele bazujace
na brytach wielowymiarowych z redukcja wymiarowosci, mini-modele bazu-
jace na algorytmach klasteryzacji.

Podzial ten moze ulec rozszerzeniu jezeli pod uwage wezmiemy szereg pa-
rametréw definiujacych sposéb uczenia mini-modeli. Pod uwage wzieto mie-
dzy innymi r6zne bryty definiujace domene mini-modelu. W przypadku mini-
modeli bazujacych na metodach klasteryzacji uzyto nie tylko réznych metod
grupowania danych, ale takze rézne metryki oraz informacje czy zmienna
y ma zosta¢ uzyta w procesie podzialu przestrzeni na klastry. Rozdrabnia-
jac ten podziat maksymalnie mozna przyjac¢, ze metode mini-modeli tacznie
przebadano w blisko czterdziestu wariantach.

Wyniki przeprowadzonych eksperymentéw numerycznych potwierdzaja
skutecznos¢ dziatania metody mini-modeli. Duza liczba prob testowych z
mini-modelami 2D pozwolita zobrazowac¢ jak metoda zachowuje sie w prze-
strzeni, ktora da sie tatwo wizualizowac¢. Jednakze szczegdlnie interesujace
sg wyniki dla pozostatych wersji metody mini-modeli operujacych w prze-
strzeniach wielowymiarowych. Metoda i w tym przypadku udowodnita swoja
skutecznosé. Dla niektorych zbiorow danych metoda osiagata najlepsze rezul-
taty sposrdéd poréwnywanych algorytméw. W przypadku gdy metoda mini-
modeli nie byta najdoktadniejsza sposrod porownywanych algorytmoéw, jej
doktadno$é nie odbiegata od innych testowanych metod opartych na prob-
kach. Liczba zbioréw danych wielowymiarowych, na ktérych przetestowano
metode moze budzié¢ zastrzezenia nalezy jednak pamietac, ze metoda zostata
przetestowana w duzej liczbie wariantéw. Ponadto eksperymenty z mini-
modelami 2D zostaly wykonane na duzo wickszej liczbie danych, a poziom
skutecznosci pozostat poréwnywalny. Dodatkowo wyniki eksperymentow nu-
merycznych oraz ich analiza sg wystarczajaca podstawa do udowodnienia hi-
potezy badawczej, ze udoskonalona metoda uczenia mini-modeli umozliwia
wykazanie co najmniej czesci przewidywanych zalet tej metody wzgledem
geometrycznych metod modelowania bazujacych na probkach.

11.9.1 Dalsze kierunki badan

Jako dalsze kierunki badan autor proponuje:
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Opracowanie algorytmow dzielagcych dane uczace na podgrupy na za-
sadzie dziatania algorytmu kD-drzew w celu zmniejszenia ztozonosci
obliczeniowej mini-modeli bazujacej na brytach wielowymiarowych.

Zastosowanie algorytmow optymalizacji w procesie obliczania optymal-
nej domeny mini-modelu. Zaproponowane rozwiazanie powinno by¢
analogiczne do uczenia regresyjnej maszyny wektoréw nosnych, w kto-
rej parametry metody obliczane sg przy pomocy metod optymalizacji.

Zastosowanie innych algorytmow klasteryzacji danych. W pracy prze-
testowano jedynie metody oparte o centroidy. Metody oparte o ge-
stos¢ probek, takie jak np. algorytm DBSCAN, potrafig zidentyfikowaé
punkty graniczne lub dane zaszumione, dla ktoérych obliczenie popraw-
nej odpowiedzi numerycznej moze by¢ niemozliwe.

Opracowanie mini-modeli uwzgledniajacych niepewno$¢ pomiarowa
probek w oparciu o logike rozmyta lub matematyke interwatowa.
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